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RESUMO: E~te artigo trata do problema de localizar facilidades da "melhor" 
maneira possível e reÚne de maneira classificada os mais importantes resul 
tados obtidos no campo da analise de localiza<;ao. A inten<;ao que norteia es 
te trabalho é, através de urna revisao bibliográfica, fornecer um guia para 
a abordagem de problemas de localiza<;ao que ocorrem nas mais diferentes á 
reas. É apresentada a motiva<;ao dos problemas de.localiza<;ao que aquí sao di 
vididos em dois grupos: os problemas contínuos e os discretos (localiza<;ao 
em redes). 

Com maior enfase para o caso discreto sao relacionados os principais resul 
tados no se que refere a modelagem, técnicas de solu<;ao empregadase eficien 
cía computacional conseguidas nas Últimas décadas. Especial aten<;ao é dada 
aos problemas de localizá<;ao de armazéns (warehouse/plant location problems) 
devido a sua grande aplica<;ao em situa<;oes praticas. 

1 .. INTRODUt;;AO 

.. O problema de localiza<;ao diz respeito a achar o "melhor" local para a 
instalacao de alguma coisa. Tal tipo de problema é muito frequente em situa 
goes pr~_ticas, .corno localizar centrais te.lefonicas nurna cidade, subesta¡;'ües 
eÍn redes de energía elétrica, arrnazens nurna rede de dístribui<;ao ' fabricas, 
escalas, posto,s de atendirnento pÚblico, etc. Devido a grande dirnensao e corn 
plexidadade ci~s.sístemas produtivos modernos a analise matemática para au 
xiliar os pr6C.~.:s,~os d~ tornada de decísao tern se tornado quase um Í):nperati vo 
por causa dos elevados custos envolvidos. Assirn, a ·analise de localiza<;ao 
ganhou rnuita importancia dentro da pesquisa operacional e tem recebido muí 
tas contribui¡;oes devido ao esfor<;o de pesquisa a ela dedicado,principalrnen 
te nesta Última década. -

* Este trabalho contou como suporte do CNPq e das Telecomunicact'>es Brasileiras S/ A- TELEBRAS. 
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A preocupa~ao rnaternatlca sobre decisoes de localiza~ao é bem antiga.Es 
te problema ja aparecía no século XV com Cavalieri e posteriormente com Fag 
nano, Tedenat, Steiner e outros {33}. Fermat tambem é considerado o introd~ 
tor do problema e consta que Torricelli resolveu-o para o caso de tres pon 
tos (achar o ponto cuja sorna das distancias a 3 pontos dados é mÍnima). ~1a~, 
conternporanearnente foi Alfred Weber {94} quern forrnalizou o problema de loca 
lizar urna fabrica corn o objetivo de minimizar os custos de transporte em r; 
la~ao a tres ponto~, dois fornecedores e um outro de consumo. Desde enta~ 
muito se tern publicado no assunto, corno pode ser atestado, por exernplo,pelo 
artigo de Francis e Goldstein {28} que relaciona 226 trabalhos numa tentati 
va de dar urna bibliografía relativa ao a~sunto. Outros artigos tipo "survey" 
foram feítos, como o exaustivo (273 paginas) trabalho de Lea {60}, ou Eilon 
et al. {20}, .cap.2, Revelle et al. {80}, Scott {83}, Galvao {33}, e Fran~a 
{29}. Na mesma linha ha trabalhos que procuram discutir urna classe particu 
lar de problemas como em HcGinnis { 71} que analisa e compara os problemas de 
localiza~ao que usam a técnica de solu~ao HIP (mixed-integer programming)ou 
ainda El-Shaieb { 24} que se ocupa so d; problema de ~~leber simples. 

Um problema de localiza~ao pode ser motivado de duas rnaneiras em rela 
~ao ao objetivo a alcan~ar. A prirneira quando quer-se tomar urna decisao de 
localiza~ao, procu~ando-se minimizar custos, por exernplo,de transportar mer 
cadorias entre pontos de urna rede, custos de construir instala~oes na rede~ 
ou ainda custos de armazenagern. Urna outra maneira se apresenta quandoos cus 
tos ou benefícios sao difíceis de quantificar e entao procuram-se tomar de 
cisoes de localizar baseado ern criterios de distancia ou ternpo mínimo. Os 
criterios de rninirniza<;ao de custos aparecem frequentemente em problemas que 
afetam o setor privado, como constru~ao de fabricas, armaz~ns, entrepostos, 
onde os criterios de rninimiz~~ao de custos ou maximiza~ao de lucros sao im 
perativos. Outros criterios que procuram retratar a maxirnlza~ao de alguma u 
tilidade sao mais comuns nos problemas que afetam o seto~ ~Úblico {70},corno 
local.izar escalas, hospitaís, serví~os pÚblicos., bombeirQs, etc:. 

A motiv:,a~ao de um problema de localiza~ao pode ainda ser visualizada 
quando consideramos, por exemplo, o caso de localizar armazéns numa rede de 
distribvi~ao, onde intervem custos de armazenagem do produto,c:ustosde trans 
porte e custos de constru~ao·dos armazens. É intuitivo que quanto maior ~ 
número de armazens na rede, menores os custos de distribui<;ao e maiores os 
custos de eonstru<;:ao e armazenagem. Na procura de urna solu~ao de compromisso, 
encontra-se o número ideal de armazens e sua localiza~ao. A Fig.l mostra lS 
so, 

1 2 3 5 6 7 

Fig. 1 
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onde N denota so os nos da rede e P compreende os nos ou pontos nos arcos ; 
p e o nÚmero de centros a loca r e o a distancia crítica, ou seja, a ma 
xima distancia permitida entre :entro de demanda e o ponto de servl~O 
mais prÓximo. 0 sÍmbolo 0-l e USdQO para O problema inverso, OU seja, dete~ 
minar o mÍnimo nÚmero de pontos de servi~o de modo que todos os centros de 
demanda fiquem a urna distancia de pelo menos o, de no mÍnimo um ponto de ser 
vi~o. T significa estarmos lidando com arvores; G caso contrario. Um proble 
ma seria entao definido como, por exemplo, P/N/P/G, alías, o mais classic; 
dos problemas minimax. Deve-se ressaltar .que o problema acima,assim como t~ 
dos os demais onde os pontos de servi<;o podem ser localizados em quaisquer 
locais da rede (nos e arcos), O espa~o de solu~oes nao e discreto mas Slill 
o continuo de pontos do grafo. Porem, manteremos tais casos dentro da clas 
sifica~ao dos problemas discretos, por simplicidade. 

O pr~blema N/N/1/G foi introduzido e resolvido por Hakimi {43} e sua ge 
neraliza~ao para p centros, N/N/p/G, foi tratada por Toregas et al.{9l}. Em 
Hakimi {43} tambem e introduzido e solucionado o problema P/N/1/G e a gene 
raliza<;ao para P/P/1/G foi feita por Frank {32}. A variedade P/N/1/G,tambem 
chamada do problema dos p-centros, foi proposta por Hakimi {44} e soluciona 
do por Minieka {73}, Christofides e Viola {12}, Handler {48} e Garfinkel ei 
al.{34}, entre outros. Em Handler {lf8} tambem sao vistos os problemas P/P/ 
p/G e N/P/p/G. Os algoritmos desenvolvidos nos trabalhos acima baseiam- se 
na solu<;ao sucessiva de urna serie de problemas de recobrimento.Porem, no ca 
so de arvores, algoritmos fundamentados na.teoria de grafos mostram-se mais 
eficientes, como mostrado em Handler {49} para o caso de um Único centro,em 
Handler {50} para o caso de p=2 (P/P/2/G e P/N/2/G) e Hakimi et al.{44}quan 
do p> 2. Outros resultados que tratam com localiza~oes em arvores foram co~ 
seguidos por Dearing e Frarrcis {16}, Goldman {40} e Halfin {47}. 

Ha urna variante aos problemas minimax que trabalham com distancias Eu 
clidianas ou retilÍneas. Nesses casos quer-se instalar, por exemplo,N novas 
facilidades entre N ja existentes como objeti~o de minimizar a ~áxima qis 
tancia Euclidiana ponderada entre todos os pontos de servi~o. Um exemplo d~ 
aplica~ao desses problemas é quando se deseja instalar um certo nÚmero de 
radares para cobrir o trafego de determinados aeroportos. Cada radar precl 
sa estar o mais prÓximo de algum aeroporto para controlar seu tráfego e pe~ 
to o suficiente de outro radar para que se tenha urna rede integrada de rad~ 
res. Dearing e Francis {17}, Love et al. {63}, Wesolowsky {98}, Morris {7sT, 
e Elzinga et al. {27} s~o alguns dos trabalhos nessa linha. Em geral os m~ 
todos usados s~o de programa~ao nao-linear (teoría de dualidade {27} e pen~ 
lidade {63} ou programa~ao linear {98},{75}). 

3. 2 - PROBLErlAS HINISOMA DE LOCALIZAc;Ao 

Dentro do contexto de fluxos em redes, Baumol e Wolfe {S} foram os pri 
meiros a formularem um problema de localiza~ao onde o objetivo era minimr 
zar a soma total dos custos envolvidos. Este trabalho criou o problema co 
nhecido como o problema de localizas:ao de armazens (PLA) - ("plant". "ware=
house" ou "facility location problem") onde concentrou-se grande parte do 
esfor<;o da analise de localiza<;oes. 

Dentre as mÚltiplas varia<;;es de formulas:ao que esse problema sofreu, 
a introduzida por Hakimi {43},{44} foi particularmente importante pela aten 
s:·ao que despertou e pelo desenvolvimento que apresentou posteriormente. Tra 
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Love {98}, Cabot et al. {11}, Pritsker e Ghare {77}, Sherali e Shetty {85} 
que se utilizam de técnicas primais e duais. Os dois Últimos levam em conta 
a existencia de fluxos entre pontos e satisfg~ao de demandas dos consumido 
res. 

Algumas extensoes aos problemas continuos de localiza~ao foram realiza 
das. Watson-Gandy e Eilon {93} estudaram o caso de fun~oes-custo descontÍ 
nuas. Em Drezner e Wesolowsky {18} é considerada a generaliza~ao de se loca 
lizar um ponto numa esfera usando diversas normas. o interessante trabalho 
de McGinnis e White {72} funde sob o enfoque multicriterio as formula~oes 
classicas de minisoma e minimax, que sao discutidas na se~ao 3. Usando o 
conceito de restri~ao de risco, Seppala {84}. desenvolveu um algoritmo para 
o caso em que as pondera~oes na distancia sao variaveis aleatorias. Cooper 
{14} também considera o caso estocástico. 

3. PROBLEMAS DE LOCALIZA9AO DISCRETOS 

Os problemas discretos supoem implícitamente a existencia de umaredepa 
ra se~ecionar locais, porisso eles tambem sao chamados de problemas de loca 
liza~ao em redes. Verifica-se tambem que esses problemas ql}e tem recebido 
maior aten~ao e desenvolvimento. 

Os problemas de localiza~ao discretos sao caracterizados fundamentalmen 
te por: 

a. u m es_ra~o de solu~oes que consiste dos pontos de urna red e ( podendo 
ser nos ou pontos nos arcos). 

b. urna distancia medida a o long o da rede, por exemplo: · 

d .. comprimento do caminho mÍnimo -= entre os nos ~ e J • 
~J 

De acordo com a nature·za da fun~ao objetivo, os problemas discretos se 
dividem em dois grupos: 

* quando os pontos de servi~o a serem localizados tem um caraterde aten 
dimento de emergencia, como hospitais ou bombeiros, etc., o objetivo 
mais racional e procurar localiza-los de modo a minimizar a maio~ dis 
tancia que separa um ponto de demanda da rede do ponto de servi~o mais 
próximo. Nesse caso tratamos os problemas minimax. 

* quando procura-se localizar armazens, centrais telefonicas, fabricas, 
escolas, etc., urna fun~ao objetivo mais apropriada e minimizar a dis 
tancia total a ser percorrida para a satisfa~ao da demanda. Sao os 
problemas minisoma. Estudaremos resumidamente alguns resultados alean 
c;ados em minimax e ma~s extensivamente em minisoma. 

3.1 - PROBLEMAS MINI~~X DE LOCALIZA~AO 

Ha urna grande variedade de problemas minimax. Handler {48} propos urna 
classifica~ao para distinguir os diferentes modelos, composta de 4 caracte 
res: 

- conjunto dos locais possíveis para localizar: N ou P. 
- conjunto dos pontos de demanda: N ou P. _ 1 
- nÚmero de centros a localizar ou máxima distancia: p ou & ( respe~ 

tivamente). 
- tipo da rede: T ou G. 
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onde ~. = ~ator que pondera o consumidor j 
J 

d .. =distancia entre fabrica i e consumidor J, definida por (1) ou (2) . 
. l.J 

1 se o consumidor J e servido pela fabrica i 
z .. = 

l.J o caso conrario 

Na ausencia de restri~oes, tomam-se derivadas parciais para a obten~ao 
da soluc;ao Ótima:. 

3f m 
-'"'-- = E z . . ~ . (x. -x . ) 1 d . . = O , i = 1 , 2, ••• , n 
oX i j =l 1J J 1 J 1J 

é)f 
= 

~ 
1. 

m 
E 

j=l 
z. . e Cy. -y.) 1 d .. 
1] J 1. J l.J 

O, i=l,2,· ... ,n 

A solu~ao das equac;oes acima fornece 

x. 
1 

y. = 
1 

m 
E 

j=l 

m 
E 

j=l 

m 
(z .. e x./d .. )/(E z .. ~./d .. ) , i=l,2, .•• ,n 

l.J J J l.J j=l 1.] J 1J 

m 
(z .. ~- y./d .. )/(E z .. ~./d .. ) , i=l,2, .•. ,n 

1.] J J 1.] j=l 1J J 1J 

Essas equac;oes podem ?er res olvidas iteratfvamente. Sej a k urn Indice q1.,1e 
indica a itera~ao. Entao, 

k+l 
y. 

1. 

m k 
E (z .. ~- x./d .. )/ 

j =1 . ' l.J J J l.J 

m 
E 

j =1 

k 
(z .. ~./d .. ) 

1J J l.J 
, i=l,2, ... ,n 

k+l 
y. 

1 

m , k m k 
E (z .. ~- y./d .. ) /E (z .. ~./d .. ) , i=l,2, ... ,n 

k=l 1J J J l.J j=l l.J J 1J 

k+l 
O procedimento termina quando (x. 

1. Vel.S. 

k 
x.) e 

1. 

( k+l 
y. 

1 

k 
y.) 

1. 
forem desprez.[ 

É demonstrado que este procedimento converge para urna Única soluc;ao no 
caso que n=l, (veja, e.g., Kuhn e Kuenne {58} e El-Shaieb {24}) pois a fun 
c;ao f(•) e convexa. No caso geral, (n > 1)' apenas e garantido um Otl.mo lo 
cal. Ostresh {76} discute a convergencia desses métodos iterativos para o 
problema de Weber, Em {24} e sugerido o uso de métodos de busca para solu 
c;ao do caso (n=l) e é' relatada urna experiencia usando os métodos de Fibonac 
ci e aproximac;ao quadratica. Bellman {7} aplicou a programa~ao d.ina~ica nes 
te caso oambém sem alcanc;ar muito sucesso. Ha um conjunto de trabalhos qu; 
procuram tratar o problema geral (n> 1) sob o·enfoque de programac;ao linear, 
Entre outros, úío conhecidos os .trabalhos de Juel e Love {53}, h'esolowski e 
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Alguns artigos discutem objetivos a serem alcan~ados e tra~am orienta 
~oes metodol~gicas para a escolha de modelos, fun~~es objetivos e t~cnicas 
para diferentes problemas de localiza~ao. Entre outros destacam-se os traba 
lhos de Geoffrion {36}, Rand {78}, Revelle et al. {80} e Beattie {6}. 

Nas duas pr~ximas seCG~es sera feíto um esfor~o analÍticono sentido de 
classificar os problemas de localiza~ao.Deve-se entretanto ressalvar que nao 
se pode enquadrar todos os problemas e modelos nessa classifica9ao ou qual 
quer outra, devido a existencia de problemas combinados que escapam a quaf 
quer rigidez que ~e queira impor a analise. Porem, nurn sentido amplo,ha con 
senso sobre urna divisao dos problemas de localiza~ao ern duas grandes categ~ 
rías: os problemas continuos e os discretos. Esta divisao arpesenta-se ta; 
bern com outros nornes, guardando porern a .sua essencia. Reconhecem-se, ·por e 
xemplo, os problemas de localiza9ao no plano e ern redes {80} ou ainda corno 
problemas de localiza9ao corn espa9o infinito de solusoes e espa~o finito de 
solu9oes {33}. 

2. PROBLEVlliS DE LOCALIZA~AO CONTÍNUOS 

Os problemas continuos caracterizarn-se: 

a. por procurar localizar pontos de servi~os ("facilities") nurn espa9o 
i~finito de solu9oes (no plano, por exemplo) e nao se restringe aos 
nos e arcos de urna rede. 

b. por usar urna medida de distancia de acordo corn urna métrica partic~ 
lar. 

A utiliza9ao de urna certa métrica serve para subdividir os problemas 
continuos. Assirn reconhecern-se os problemas corn distancia Euclidiana e os 
p~oblernas corn distancia retilinea. Usando métrica Euclidiana define-se dis 
tancia corno: 

d~. 
lJ 

onde d .. 
lJ 

(x. 'y.) 
l l 

(x. - x.) 2 + (y. - v.) 2 
l J :l 'J 

(1) 

distancia entre pontos i e j 

coordenadas no ponto i, nurn sistema retangular 

Nos problemas com distancia retilÍnea (métrica das cidades), define-se: 

d .. = !x. - x.j + jy. - y .j 
lj :l J }_ J 

( 2) 

Como ja dito, foi A.Weber no corne~o do século quem examinou o problema 
de localizar urna fabrica para atender urn mercado e dois fornecedores de ma 
teria prima. Posteriormente, o problema de vleber foi generalizado para achar 
urn ponto cuja soma das distancias ponderadas a m pontos dados no plano seJa .... 
mlnlrna. 

Este difícil problema foi solucionado, corn métrica Euclidiana , pela 
primeira vez por Weiszfeld {95} ern 1937, que usou urn procedimento iterativo 
ainda boj e considerado um excelente algoritmo. Os trabalhos rnais recentes de 
Kuhn e Kuenne {58} e Cooper {13} redescobriram este procedimento ao estender 
~ problema para a localiza~ao de n pontos no plano (fabricas) para atender 
a m pontos dados (consumidores). Quer-se, entao, formalmente 

n m 
mJ.nlmlzar f L: L: 

i=l j =l 
z .. ~- d .. 
lJ J q 
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Lave {98}, Cabot et al. {11}, Pritsker e Ghare {77}, Sherali e Shetty {85} 
que se utilizam de técnicas primais e duais, Os dais Últimos levam em conta 
a existencia de fluxos entre pontos e satisfa~ao de demandas dos consumido 
res. 

Algumas extensoes aos problemas contÍnuos de localiza~ao foram realiza 
das. Watson-Gandy e Eilon {93} estudaram o caso de fun~oes-custo descontÍ 
nuas. Em Drezner e Wesolowsky {18} e considerada a generaliza~ao de se loe~ 
lizar um ponto numa esfera usando diversas normas. O interessante trábalho 
de McGinnis e White {72} funde sob o enfoque multicriterio as formula~oes 
classicas de minisoma e minimax, que sao discutidas na se~ao 3. Usando o 
conceito de restri~ao de risco, Seppala {84} desenvolveu um algoritmo para 
o caso em que as pondera~oes na distancia sao variaveis aleatórias. Cooper 
{14} tambem considera o caso estocástico. 

3. PROBLEMAS DE LOCALIZA~AO DISCRETOS 

Os problemas discretos supoem ·Ímplicitamente a exi~ :encía de urna rede pa 
ra se~ecionar locais, porisso eles tambem sao chamados le problemas de loca 
liza~ao em redes. Verifica-se tambem que esses problemss que tern recebido 
maior aten~ao e desenvolvimento. 

Os problemas de localiza~ao discretos sao caracterizados func1mentalmen 
te por: 

a. u m es!?a~o de solu~oes que consiste dos ·pontos de urna re de ( poden do 
ser nos o u pontos nos arcos) . 

b. urna distancia medida a o longo da rede, por exemplo: 

d .. = comprimento do caminho 
.... 

entre i m~n~mo os nos e J . 
~J 

De acorde com a natureza da fun~ao objetivci, os problemas discretos se 
dividem em dois grupos: 

* quando os pontos de servi~o a serem localízado"s tem um carater de aten 
dimento de emergencia, como hospitais ou bombeiros, etc., o objetivo 
mais racional e procurar localiza-los de modo a minimizar a maior dis 
tancia que separa um ponto de demanda da rede do ponto de servi~o mais. 
prÓximo. Nesse caso tratamos os problemas minimax. 

* quando procura-se localizar armazens, centrais telefonicas, fabricas, 
escalas, etc., urna fun~ao objetivo mais apropriada e minimizar a dis 
tancia total a ser percorrida para a satisfa~ao da demanda. Sa,o os 
problemas minisoma. Estudaremos resumidamente alguns resultados alean 
~ados ern minimax e mais extensivamente em minisoma. 

3.1 -PROBLEMAS MINIMAX DE LOCALIZA~AO 

Ha urna grande variedade de problemas minimax. Handler {48} propos. urna 
_classifica~ao para distinguir os diferentes modelos, composta de 4 caracte 

-conjunto dos locais possíveis para localizar: N ou P. 
conjunto dos pontos de demanda: N ou P.· _ 1 

nÚmero de centros a localizar ou máxima distancia: p ou o ( respe~ 
tivamente). 

- tipo da rede: T ou G. 
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ande N denota s6 os n6s da rede e P compreende os n6s ou pontos nos arcos ; 
p e o nÚmero de centros a localizar e o a distancia crltlca, ou seja, a ma 
xíma distancia permitida entre um centro de demanda e o ponto de servi~o 
mais prÓxímoo O simbolo o- 1 e usado para o problema inverso, ou seja, dete~ 
minar o minírno nÚmero de pontos de servi<;o de modo que todos os centros de 
demanda fiquem a urna distancia de pelo menos o, de no mÍnimo um ponto de ser 
vi<_;o. T significa estarmos lidando com arvores; G caso contrarío. Um probl~ 
ma seria entao definido como, por exernplo, P/N/P/G, alías, o mais classico 
dos problemas minimax. Deve-se ressaltar que o problema acirna,assim como to 
dos os demais ande os pontos de servi<;o podem ser localizados em quaisquer 
locais da rede (nÓs e arcos), O espa~O de solu<_;;es nao e discreto mas Slm 
o contÍnuo de pontos do grafo. Porém, manteremos tais casos dentro da clas 
sifica<_;ao dos problemas discretos, por simplicidade. 

O pr~blema N/N/1/G foi introduzido e resolvido por Hakimi {43} e sua ge 
neraliza<_;ao para p centros, N/N/p/G, foi tratada por Toregas et al.{91}. Ern 
Hakirni {43} tambem e introduzido e solucionado o problema P/N/1/G e a gene 
raliza<_;ao para P/P/1/G foi feíta por Frank {32}. A variedade P/N/1/G,tambern 
chamada do problema dos p-centros, foi proposta por Hakimi {44} e ¿oluciona 
do por Minieka {73}, Chrístofides e Viola {12}, Handler {48} e Garfinkel et 
al.{34}, entre outros. Em Handler {48} tambero sao vistos os problemas P/P/ 
p/G e N/P/p/G. Os algoritmos desenvolvidos nos trabalhos acíma baseiam- se 
na solu<_;ao sucessíva de urna serie de problemas de recobrímento.Porern, no ca 
so de arvores, algoritmos fundamentados na teoría de grafos mostram-se rnais 
eficientes, como mostrado em Handler {49} para o caso de um Único centro,em 
Handler {50} para o caso de p=2 (P/P/2/G e P/N/2/G) e Hakimí et al.{44}qua~ 
do p> 2. Outros resultados que tratam com localiza~oes em árvores foram con 
seguidos por Dearing e Francis {16}, Goldman {40} e Halfin {47}. 

Ha urna variante aos problemas minimax que trabalham com distancias Eu 
clidianas ou retilÍneas. Ñesses casos quer-se instalar, por exemplo,N novas 
facilidades entre N já existentes com o objetivo de minimizar a máxima dis 
tancia Euclidiana ponderada entre todos os ponto.s de servi<_;o. Um exernplo de 
aplica<_;ao desses problemas e quando se deseja instalar um certo número de 
radares para cobrir o trafego de determinados aeroportos. Cada radar preci 
sa estar o mais prÓximo de algum aeroportO para controlar seu trafego e pe~ 
to o suficiente de outro radar para que se tenha urna rede integrada de rada 
res. Dearíng e Francis {17}, Love et al. {63}, Wesolmvsky {98}, Norris {7sT, 
e Elzinga et al. {27} sao alguns dos trabalhos nessa línha. Em geral os mé 
todos usados sao de prograrna<_;ao nao-linear (teoría de dualídade {27} e pen~ 
lídade {63} ou programa<_;ao linear {98},{75}). 

3.2 - PROBLEMAS MINISOMA DE LOCALIZA~AO 

Dentro do contexto de fluxos em redes, Baumol e Wolfe {S} foram os pr~ 
meiros a formularem um problema de loc~líza~ao ande o objetivo era mininn 
zar a sorna total dos custos envolvidos. Este trabalho criou o problema co 

. - - ( ) (" 1 11 11 -nhecido como o problema de localLza9ao de armazens PLA - p ant . ware-
house" ou "facílity location problem") ande concentrou-se grande parte do 
esfor<;o da analise de localiza~oes. 

Dentre as mÚltiplas varía~oes de formula<_;ao que esse problema sofreu, 
a íntroduzída por Hakimi {43}, {44} foí particularmente importante pela aten· 
~~o que despertou e pelo desenvolvimento que apresentou posterior~ente. Tri 
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ta-se do problema das p-medianas ou p-centros*. Esta formula~ao nao traba 
lha com os. fluxos das mercadorias, e ao contr8rio do PLA, incluí como possT 
veis pontos de ldcaliza~ao toda a rede considerada, ou seja, n6s e arcos.No; 
ocuparemos brevemente dos proble1nas das p-medianas e a seguir será feíto u~ 
levantamento do estado atual de desenvolvimento dos PLA. 

3.2.1 - Problema das p-medianas 

O problema das p-medianas é um problema de localiza~ao minisoma que 
procura localizar um certo n_Úmero (p) de pontos de servi~o numa rede, tal que 
a soma das mÍnimas distancias de cada nó da rede ao mais prÓximo ponto de 
servi~o seja minimizada. 

Seja um grafo conexo, nao ordenado, G=(N,A) onde N e o conjunto dos k 
nos e A o de arcos. Define-se um ponto do grafo G, a qualquer ponto situa~o 
sobre G, senda um nÓ·ou nao. O comprimento do caminho mÍnimo entre dois pon 
tos X e y e definido por d(x,y)' a distancia entre X e y. Sej a Xp={xl ,x2, .-: 
... ,xp} um conjunto de p pontos que devem ser localizados em G e define- se 
para cada 1 ~ i" k 

d(n. ,X ) =mm {d(n. ,x1) , d(n. ,x2) , ... , d(n. ,x ) } , 
~ p' ~ ~ ~ p 

que e a mÍnima dis61ncia de ni ao mais _prÓximo _ponto de~ .Se w(ni) .d (ni ,Xp) 
e o custo de satisfazer a demanda do no ni entao 

f(X) = 
p 

k 
¿ 

i=l 
w(n.).d(n.,X) 

~ ~ p 

e o custo de satisfazer todas as demandas, assumindo que os p pontos de ser 
vi~o estao localizados em G, correspondem a Xp e que nao existem restri~oes 
nos seus tamanhos. Os locais Ótimos de instala~ao correspondem aos pontos 
X"' em G tal que 

p 

f(X*) ~ f(X ) para todo X em G. 
p p p 

Esse é um problema muito complexo para resolver. A fim de mostrar os 
resultados teÓricos que permitem soluciona-los, vamos simplificar a formula 
~ao. Suponha o caso ande k=l. Deve-se · achar, en tao, um ponto y''' em G tal que 
f(y*J ~ f(y), para todo y em G. Goldstein provou que no caso de G ser urna 
árvore, y* estará sempre sobre um nÓ. Hakimi {43} generalizou este resulta 
do para G, ao provar o teorema abaixo. 

Teorema 1 - Ha pelo menos um no de G = (N,A) para o qual f(n) ~ f(y) 
qualquer y em G. 

para 

Posteriormente, Hakimi {44} generalizou o teorema 1 para o caso de k = 
p >l. 

Teorema 2 -Ha pelo menos um subconjunto Xp C N contendo p nos, -tal que 
f(Xp)~ f(Yp) para qualquer conjunto Yp de p pontos sittiados em 
n6s ou arcos de G. 

;, Em geral, o problema dos p-centros e identificado como· um probléma m1n1 
max, ficando a denomina~ao p-medianas para os problemas minisoma, mas e·s 
se rigor nem sempre e observado pelos autores. 
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O importante resultado desses teoremas diz, em outras palavras, que a 
procura das solu~oes Ótimas do problema dos p-rnedianas pode ficar restrita 
aos nos da rede. 

Esses resultados forarn ainda ampliados por Levy {62} que provou serern 
validos os teoremas 1 e 2 no caso de custos concavos e por Goldman {41} que 
mostrou tambem a aplica~ao dos teoremas 1 e 2 no caso de um no ser ponto de 
demanda e/ou de oferta. Hakimi e Maheshwari {45} e Wendell e Hurter {96}pro 
vararn a validade dos teoremas rnesmo quando estao presentes restri~oes de ca 
pacidade n~s arcoS e mesmo restri~oes de tamanho dos éentros, desde que se 
permita localizar mais de urn centro num nó. 

Quanto ~oc; rnetodos de solu~ao para o problema das p-medianas distingue_::: 
-se: 

) 

**algoritmos heirísticos; Maranzana {67}. Teitz e Bart {90}.. 

*'''algoritmos de separa~ao e avalia~ao (branch-and-bound). 

Entte 'outros, citam-se os trabalhos deEl-Shaieb {25} e J!:lrvinem et al. 
{51}. 

. -1<*algoritmos baseados na programa~ao linear. 

Urn enfoque é formular o problema corno programa~ao inteiraesoluciona-lo por 
relaxa~ao. Os problemas relaxados sao de prograrna~ao lineac e algoritmos fo 
ram desenvolvidos por Revelle e Swain {81}, Garfinkel et al. {35}.0 enfoque 
de Marsten {70} usa dualidade e programa~ao pararnetrica para propor um inte 
ressante algoritmo. Para urna discussao aprofundada de modelos e metooos do 
problema 4as p-medianas, veja o trabalho de Galvao {33}. 

3.2;2 - Problema de Localiza~ao de Arrnazens (PLA) 

Foram os problemas de localiza~ao de arrnazens que ha vinte anos atras 
deram inicio ao rápido desenvolvimento conternpo'raneo da analise de localiza 
~oes. O problema, que parece ter sido proposto i~icialmente por Baumol e Wol 
fe {5}, teve sua formula~ao inspirada no classico problema de transp-orte da 
programa~ao linear. Apesar de na forrnula~ao original os autores tratarern es 
pecificamente do caso de localiza~ao de armazens, o problema estendeu-se pa 
ra Iocaliza~ao de fabricas e depois, rnais genericarnente, para "facilidades". 

O problema pode ser encarado como encontrar locais Ótimos para instala 
~ao de armazéns (fabricas, etc) dentro urn número finito de Iocais candida 
tos e de modo a satisfazer a demanda de centros consumidores, procurando mi 
n1m1zar os custos envolvidos (transporte, estocagern, opera~ao, constru~ao ~ 
etc). 

O que caracteriza fundamentalmente os PLA sao o tipo de sua fun~ao ob 
jetivo e a presen~a ou nao de restri~oes de capacidade. Ern geral os proble 
mas supoem fun~ao objetivo linear (custos de traNsporte) com custo fixo d; 
instala~ao. Esses modelos serao analisados na prÓxima seCGaO. o caso de fun 
~oes na~-lineares (custos concavos ou lineares. por partes) sao estudados na 
sec~ao 5.4. Os PLA sofrern outras caracteriza~oes, como a presen~a ou nao 
de centros intermediarios (sec~ao 5.2), se é considerado um so produto ou 
varios (sec~ao 5.2) e ainda se a demanda é sazonal (sec~ao 5.3) ou en 
tao se ela é estocástica (sec~ao 5.1). 

4. PRI:JCIPAIS HODELOS E TÉCNICAS DE SOLU~AO DOS PLA 
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Em rela~ao ao modelamento, distinguem-se duas formula~oes gerais,os mo 
delos com capacidade ilimitada e os com capacidade restrita. Em rela~ao as 
técnicas usadas na solu~ao dos problemas reconhecem-se tres grupos:· 

* métodos heurÍsticos 
* algoritmos de separacao e avalia~ao 
~~ enfoque de programa~ao mista e decomposi~ao. 

4.1 -MÉTODOS HEURÍSTICOS 

A preocupa~ao de se desenvolver métodos heurÍsticos para resolver os 
PLA se deve a dificuldade computacional inerente a resolver de maneira otima 
(exata) tais problemas. Os algoritmos heurísticos contentam-se com solu~oes 
boas (nao-Ótimas) e sua utiliza~ao precisa ser precedida de urna analise do 
que se quer retirar dos resultados da otimiza~ao· do sistema.Em alguns cas'os 
praticos, a utiliza~ao,de tais métodos impossibilita respostas a perguntas 
importantes, como analise de sensibilidade, prioridades de implementa~ao, 
etc {36}. Além disso, o aparecimento de métodos exatos de otimiza~ao,podero 
sos e eficientes, permite resolver mesmo problemas de grandes dimensoes sem 
necessidade de lan~ar mao de heurÍsticas. Urna exposi~ao da filosofía do en 
foque heurÍstico é encontrada em Kuehn e Hamburger {57}. 

Um significante esfor~o, porém, foi dedicado aos algoritmos heuristi 
cos. Um dos primeiros algoritmos bem sucedidos foi o de Kuehn e Hamburger 
{57}. Eles dividem sua heurÍstica em duas partes: Na primeira, um programa 
principal localiza armazéns, um de cada vez, até que nenhum mais possa ser 
colocado na rede sem que aumente o custo total. Depois, urna outra rotina 
tenta modificar a solu~ao do programa principal, trocando ou tirando arma 
zens de modo a melhorar a solu~ao atual. Feldman et al. {28} propuseram urna 
heuristica semelhante, e consideram economías de escala, assim como o traba 
lho de Manne {66}. Outros métodos heurísticos foram propostos por Sa {82}-:
Marks e Liebman {69}. O ja citado pioneiro trabalho de Baumol e Wolfe{5} su 
gere um algoritmo heuristico para encontrar boas solu~oes de um problema 
com fun~ao objeto concava (custo de armazenagem conéavo) e restri~oes sobre 
a capacidade dos armazens. Trabalhos aplicados ou estudo de casos sugerem 
heurísticas apropriadas (e. g. Burstall et al. {lo}, Lmvrence e Pengilly {59}, 
Monterosso {74}, e Silva e Lins {86}. . 

4.2 - ALGORITMOS DE SEPARA~AO E AVALIA~AO - (BRANCH-AND-BOUND) 

A técnica de separa~ao e avalia~ao, em geral, se aplica bem aos mode 
los máis simples dos PLA, ou seja, modelos com um Único produto, custos li 

1 neares de transporte e opera~ao e um Único estagio de distribui¡;ao (fabrica 
-armazém ou armazém-consumidor). Aquí so relataremos os principais algorii 
mos propostos em separa<;ao e avalia~ao específicamente endere~ados a esses 
problemas mais simples' visto que os problemas com varios prod•Jtos e dois 
estagios sao analisados em 5.2 e os custos nao-lineares em 5.4. 

O primeiro algoritmo exato proposto para resolver o PLA foi o de sepa 
ra<;ao e avalia~ao de Efroymson e Ray {19}. O modelo deles e sem restri~ao 
de capacidade e e a generaliza~ao de um modelo mais simples devido a Balins 
ky {3}. O problema formulado é 

m 
mJ.n1m1.zar z = L: 

J.=l 

n 
L: 

j=l 
C •. X •. + 

l.J lJ 

m 
L: 

i=l 
k. Z. 

]_ ]_ 
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suj ei to a L: 
iE:N. 

X •• 
lJ 

1 j=l,2, ... ,n, 

onde c .. 
lJ 

t .. 
lJ 

D. 
J 

k. 
l 

z. 
l 

x .. 
lJ 
m 

n 

P. 
l 

n. 
l 

N. 
J 

J 

o ( ¿:; 
jE:P. 

l 

t.. D. 
lJ J 

x .. < n. z. 
lJ l l 

i=l,2, ... ,m 

, z.=O,l 
l 

custo unitario de transporte .do armazem i ao consumidor j 

demanda do consumidor j 

custo fixo de instala~ao do armazem i 

1 se o armazem for instalado em 1; o caso contrario 

fra~ao da demanda do consumidor J que e suprida pelo armazem i 

numero de poss1veis locais dos armazens 

numero de centros consumidores 

conjunto de consumidores que sao supridos pelo armazem l 

número de elementos de P. 
l 

conjunto de armazens que podem suprir o consumidor j 

A eficiencia do enfoque de Efroymson e Ray esta baseada na solu~ao 1me 
diata do problema de programa~ao linear que resulta da fixa~ao do vetar de 
localiza~oes z. Urna experiencia computacional relatada com um problema de 
so armazens (59 variaveis 0-1) e 200 pontos de consumo, consumí u cerca de 10 
minutos de CPU (IBM 7094). O algoritmo pode seL estendido para fun~oes cus 
to lineares por partes. Spielberg {88} discute o mesmo problema e sugere me 
lhorias para aumentar a eficiencia computacional do algoritmo, alem de in 
corporar ao modelo algumas restri~oes adicionais, como or~amento disponível. 
Muitos outros algoritmos forarn desenvolvidos para o PLA sem restri~oes de ca 
pacidade*, mas o de Khumawala {SS} parece ser o rnelhor ponto de vista de e 
ficiencia e flexibilidade. 

O chamada PLA capacitado considera que os armazens tem urna capacidade 
limitada de armazenamento (ou as fabricas tern urna limitada capacidade de pro 
du~ao) e varios algoritmos de separa~ao e avalia~ao 'forarn propostos para re 
solve-los. Urna possível forrnula~ao é 

m1n1m1zar 2: 
lEl 

sujeito a ¿:; X 

j E:J 
ij 

y ...... ~ . 
isi lJ 

( 

¿:; 

jE:J 

S.z. 
l 

D 
J 

l 

c .. 
lJ 

·k veja Balinsky e Spielbe.rg {4} 

X .• + L: k. Z. 
lJ iE:I l l 

i E I {1,2, ... ,m} 
' 

j E: J {l,2, ... ,n} 
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X .• > 0 
~J 

z. = 0,1 
~ 

i E l j E J 

i El 

ande x .. 
~J 

z. 
~ 

fluxo de produto entre i ~ J 

O se o armazem ~ é instalado 

c.. custo unitario de transporte 
u 
D. demanda do consumidor j 

J 
S. capacidade do armazém ~ 
~ 

O caso contrario 

k. custo fixo associado de instala~ao (opera~ao) do armazem ~ 
~ 

Dentre os varios algoritmos propostos citam-se os de Davis e Ray {15}, 
Ellwein e Gray {22}, Ellwein {21}, Sá {82}. Os dois Últimos sao comparados 
com o algoritmo desenvolvido por Akinc e Khumawala {1} que se mostrou bem 
mais eficiente numa serie de 12 problemas de dimensoes variadas. Nesta mes 
roa de modelos, Geoffrion e McBride {38} desenvolveram uro algoritmo capaz d; 
tratar varias restri~oes adicionais' como limi tantes inferiores e superiores 
na capacidade dos armazens, restri~oes adicionais sobre as variaveis de flu 
XO e de localiza~ao e podem restringir a satisfa~ao da demanda de um consu 
midor através de um Único armazem. Eles relatam que um problema medio(25 ar 
mazens e 100 consumidoras) pode ser resolvido em aproximadamentelminuto d; 
CPU (IBM 360/91). 

4.3 -ENFOQUE DE PROGRAMA~AO MISTA E DECOMPOSI~AO 

Um PLA pode ser encarado como um problema de programa~ao mista - MIP -
(contém variaveis reais e inteiras). O desenvol~imento de técnicas eficien 
tes em prograrúa~ao inteira, em conjunto com o aparecimento da técnica ·de se 
para~ao e avalia~ao, criou condi~oes de se desenvolverem sistemas de progra 
ma~ao mista de BSO geral. Dentro,entao,de certas limita~ao um PLA pode ser 
solucionado com esses pacotes comerc~a~s de MIP. Os de uso geral mais conhe 
cidos sao o UMPIRF. da UNIVAC, o MPSX-MIP para os 360 a 370 da IBM e Ophelie 
Mixed da CDC, Todos eles usam algoritmos de separa~ao e avalia~ao.Esses sis 
temas permitem tratar de maneira Ótima versoes bastante sofisticadas do PLA, 
como fun~oes custo linear por partes, restri~oes sobre capacidade e outras 
restri~oes sobre variaveis reais e inteiras, permitindo ainda muita flexibi 
lidade na tratamento do problema. A mais seria limita~ao no uso desses paco 
tes se encontra no tamanho possível dos problemas tratados e na eficiencia 
computacional {36}. No caso do tempo de maquina disponÍvel ser um fator li 
mitado e desde que os erros de calculo acumulados nao comprometam o resulta 
do, esses pacotes se destinam mais a subotimiza~oes. Alem disso, so ~robl~ 
mas de pequeno ou medio porte podem ser tratados. 

Urna outra categoría de pacotes de otimiza~ao é constituÍdapor sistemas 
especialmente desenvolvidos para os problemas de distribui~ao e localiza~ao. 
Os sistemas Poligami para o CDC 6600 e Capflo permitem que os modelos incor 
porem relativa flexibilidade, como, um Único produto, dais estagios de di; 
tribui~ao, restri~oes na capacidade dos armazens, fun~oes custo com econo 
niás de escala (lineares por partes). Poligami trabalha dentro de um enfoqu; 
convencional de separa~ao e avalia~ao que resolve um problema de fluxoemre 
des pelo método "out-of-kilter" para fazer a avalia~ao. Como relatado em 
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Geoffrion {36} o sistema e apropriado a solu~ao de problemas de no maXlffiO 
40 variaveis zero-um. Capflo guarda quase as mesmas caracterÍsticas. 

Sao raras as publica~oes que trazem experiencia computacional comesses 
tipos de sistemas. Tentando mostrar a aplicabilidade do sistema Ophelie Mixed, 
Elson {26} relata que levou em torno dé 8 minutos para resolver um problema 
coro 15 fabricas, 3 produtos, 45 armazens e 50 pontos de consumo. 

Decomposi~ao e um outro enfoque divisado para resolver problemas mistos 
de programa~ao matemática. A ideia intuitiva da decomposi~ao e dividir um 
problema em varios outros menores e de mais simples solu~ao. Como decorren 
cía obvia, os métodos de decomposi~ao se mostraram adequados aos problema~ 
grandes, de muitas variaveis e porisso passaram a pertencer ao ferramental 
de solu~ao dos sistemas de grande ~orte. No caso dos PLA o enfoque de decoro 
posi~ao se aplica procurando separar a parte inteira da parte real e resol 
ve-las em separado, coma supervisao de um esquema coordenador. o algoritmo 
de decomposi~ao de Benders {8} procura realizar isso. Ele nao foí muito uti 
lizado de início, para problemas de localiza~ao,mas quando os problemas pr¡ 
ticos come~aram a exigir modelos de grandes dímensoes, de muitos produtos e 
boa flexibilidade, ela ganhou importancia. 

O algoritmo "linear" 
grama~ao mista onde o PLA 
mas de forma geral 

dP Benders foi desenvolvido para problemas de pro 
e um caso particular, mas ele se aplica a probl~ 

minimizar ex + f(y) 

sujeito a Ax + F(y) > b X > 0 ysY 

ande as variaveis y úio "complicantes", no sentido que quando fixadas temp~ 
rariamente num valor, o problema resultan te e um programa linear .. DaÍ o sen 
tido de chamar algoritmo de Benders "linear". No caso do PLA, y sao as va 
riaveis zero-um. 

Balinsky {3} foi o primeíro a usar a decomposi~ao de Benders num . PLA 
com capacidade ilimí tada dos armazens, mas foí o trabalho de Geoffrion e Gra 
ves {39} que consolídou-a como um poderoso método pa;ra solu~ao dos PLA,priE: 
cipalmente no caso de varios produtos. Eles relatam extensa experiencia com 
putacional no projeto de urna rede de distríbui~ao de alimentos com 14 fabrT 
cas, 17 produtos diferentes, 45 locais possÍveis de instala~ao de centros de 
distribui~ao, e 121 zonas consumidoras. Em media, a solu~ao do problema le 
vou em torno de 1 minuto de CPU (IBM 360/91). Num trabalho posterior, Geof 
frion et al. {37} ampliam o modelo anteriormente usado permitindo maior so 
fistica~ao do problema tratado e usando basicamente o mesmo enfoque da decoro 
posi~ao de Benders. Eles relatam que para problemas com 100 produto~, 100 
centros de distribui~ao e 400 zonas de demanda, um computador de grande po~ 
te nao leva mais que 15 minutos de CPU, coro criterios de tolerancia em tor 
no de 1%. 

S. OUTROS PROBLEMAS DE LOCALIZA~AO 

5.1- PROBLEMA DE LOCALIZA~AO ESTOCÁSTICO 

O problema de localiza~ao estocástico (PLE) e urna extensao natural dos 
PLA e ele aparece quando o conhecimento sobre algum parametro nao e comple 
to. Supondo porem que tais incertezas seguem urna leí conhecida(distribui~a~ 
de probabilidades), a resolu~ao do problema deve apelar para o campo da pro 
grama~ao estocástica. A ideia fundamental e formular um problema equivale~ 
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te determinÍstico e a partir daÍ olhar o PLE como um simples problema de lo 
caliza~ao. Como acontece geralmente, a ínclusao de considera~oes estocasti 
cas dificultam a solu~ao dos problemas, e no caso considerado, o equivale~ 
te obtido caí no campo da programac;:ao mista nao-linear. 

O PLE pode ser descrito como saber definir locais otimos para a insta 
la~ao de "facilidades" (fabricas, armazens, edificios, etc) dentreum conjun 
to finito de locais candidatos, de modo a satisfazer as demandas aleatorias 
de um conjunto de pontos consumidores procurando minimizar os custos de ~ns 
tala~ao(e produc_;:a~) e de transporte envolvidos. 

Alguns trabalhos ja foram publicados tendo o PLE como objetivo.Leblanc 
{61} apresenta um método heurÍstico de Fesoluc;:ao do PLE dentro de urna formu 
lac;:ao classica considerando as demandas aleatorias. o Ótimo do problema nao 
e garantido nesse caso e a eficacia da heurística proposta nao e possÍvel 
de ser avaliada devida a carencia de aplicac_;:oes praticas ,principalmente con 
sidetando problemas de grande porte. Usando o enfoque de separac;:ao e avalia 
c_;:ao, Balachandran e Jain {2} formularam um PLE mais geral, considerando as 
demandas aleatorias e func;:oes de custo descontinuas. o algoritmo proposto 
generaliza, para o caso estocástico, urna técnica de parametrizac;:ao para pro 
blemas lineares ("operator theory"), mas nao traz experiencia computacional 
que valide o procedimento iterativ~. 

O PLE e tratado de maneira Ótima em Franc_;:a {30} atraves da decomposi~ao 
de Benders generalizada. O esquema de decomposic;:ao usado e semelhante ao de 
Benders linear, onde sao separadas as partes inteiras e real do problema de 
localizac;:ao. No caso estocástico, a parte real e um sub-problema nao-linear 
de transportes. Experieneias computacionais em diversos exemplos confirma 
ram a eficiencia do esquema de decomposic;:ao para o caso estocástico, ja ob 
servado no caso determinístico. 

Vale ainda ressaltar o trabalho de Jucker e Carlson {52},mas cuja for 
mulac;:ao nao usual, com considerac;:oes multi-criterio, nao permite enquadra-=
-lo aquí. 

5.2 - MODELOS COM CENTROS INTERMEDIÁRIOS (2 ESTÁGIOS) E VÁRIOS PRODUTOS 

Ate agora todos os modelos de PLA estudados eram de um Únicoestagidfa 
brica-consumidor ou armazem-consumidor) e um Único produto. Porem, sistemas 
de distribuic;:ao mais complexos frequentemente tem necessidade de considerar 
dois estagios na distribui~ao e tambem trabalham com diferentes produtos.Es 
ses modelos mais elaborados, geralmente nao podem ser resolvidos pelos algo 
ritmos simples relatados anteriormente. Ao nÍvel das técnicas, as que encon 
tram mais sucesso nestes casos sao .a programac;:ao mista e decomposic;:ao. -

Uma possÍvel formula~ao de u m problema de dois estagios -e u m un~co pr~ 
duto -e 

m~n~m~zar ¿ L: c .. X .• + L: L: cjk x.k + ¿ k. z. 
Í E I j E J ~J ~J j E J kEK J j E J J J 

sujeito a L: X •• ( S. i E I = {1,2, ... ,m} 
j E J ~J ~ 

¿ X •• ¿ 
xjk j E J {1,2, ... ,n} 

Í E I ~J kEK 
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onde x .. 
lJ 

xjk 
z_ 

J 
c .. 
lJ 

e~ . 
l_ J -
T. 

l_ 

V. 
J 

cjk 
1 

C.k 
J-

Rk 

k. 
J 

S. 
l_ 

~ 
c. 

J 

Dk 

¿: X •• ~ c. z-
iE:I 1.] J J 

J E: J 

Px ~ ¿: 
xjk ~ Dk 

j S J 
kEK {1,2, ... ,p} 

x .. ,x.k;)O isl,jEJ,kEK 
l.J J -

y.=O,l jEJ 
J 

fluxo do produto fabrica i -entre e armazem J 

fluxo do produto -entre armazem J e ponto de consumo k 

1 se o armazem J esta aberto ; o caso contrario 

e~. + T. + V. = custo unitario para transferir o produto de 1 p~ 
l.J l. J ra j 

custo unitario de transporte de i para J 

custo variavel unitario de produc;ao da fabrica 1. 

custo variavel unitario por usar o armazém j 

cjk + ~ = custo unitario para transferir o produto de J para k 

custo unitario de transporte entre j e k 

custo variavel unitario por usar o ponto de consumo k 

custo fixo de opera~ao do armaz~m j 

quantidade de produto fabricado em i 

limitante inferior da quantidadedemandada em k 

capacidade do armazém J 

limitante superior da quantidade d8mandada em k 

Harks {68} aplicou um procedimento de separa~ao e avaliac;ao convencía 
nal para o modelo acima, onde a func;;ao objetivo com custo fixo(fixed charge) 
e substituÍda por urna funGaO substimadora linear. A partir daÍ o esquema con 
vencional de separa~ao e ~valiac;;ao e aplicado, com a avalia~ao senda feíta 
pela resoluc;;ao de um problema de transbordo pelo método "out-of-kilter". 

Estendendo os modelos de dois estagios para varios produtos, ~ncontra~ 
-se os artigos de Elson {26} e Geoffrion o Graves {39}. O primeiro conside 
ra um modelo parecido com o descrito acima, mas incorpora alem de varios pro 
dutos, a possibílidade de construir-se novos armazens ou aumentar a capaci 
dade dos já construÍdos. Ele usa o pacote MIP da CDC, o Ophelie Mixed, e re 
lata tempos aceitaveis na solu~ao de problemas de porte medio. o modelo usa 
do por Geoffrion é diferente e lan<;a mao de variaveis de Índices quadruplos. 
o modelo e 

minimizar l: cijkl xijkl + k¿ [fk zk + vk. }:.1 Dif Ykl] 
x~O;y,z=O,l ijkl L 

sujei to a L. 
kl 

para todo ~J 
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L: 
xijkl D il' ykl para todo ikl, 

J 

L: ykl l para todo k, 
k 

e restri~oes adicionais lineares sobre y e/ou z, ande 

}_ 

J 

k 

l 

S .. 
l_J 

Dil 

~,vk 

fk 

z = 
k 

Índice de produto 

Índice de fabricas 

Índice de possÍvel centro de distribui~ao (armazem) 

índice de zona de consumo 

capacidade de produ~ao do produto i na fabrica J 

demanda pelo produto i na zona de consumo 1 

mÍnima e máxima capacidade do centro do local k 

custo fixo de opera~ao e/ou constru~ao do centro k 

custo variável unitario de opera~ao do centro k 

custo unitario medio de produzir e transportar o produto i, da 
fabrica j,através do centro k, até a zona de consumo l 
fluxo do produto i, da fabrica J, através.do centro k, até a zo 
na de consumo 1 
zero-um que será 1 se o centro de distribui~ao k servir a zona 
de consumo 1, e O caso contrario 
variavel zero-um que será l se um centro de distribui~ao for co 
locada em k e O caso contrario 

As possíveis restri~oes adícionais sobre z e y dao flexibilidade ao mo 
delo no sentido de incorporarem, por exemplo, nÚmero máximo ou mÍnimo de ce~ 
tras funcionando, especificac;ao de qual subconjunto de centros que devem per 
maftecer aberto ou fechados, restric;oes adicionais de capacidade conjunta d~ 
varios centros que lidarn com mesmo produto, etc$ 

O enfoque de decomposi~ao de Benders aplicado por Geoffrion e Graves ao 
problema acima separa a sua resoluc;ao em duas partes, urna resolvendo urn pr~ 
blema só em variaveis zero-um e outra resolvendo urna serie de problemas sim 
ples de transporte, um para cada produto i. Como ja dito na se~ao anterior~ 
a aplica~ao de decomposi~ao em problemas de grandes dimensoes foi bem suce 
dida, com esfor~os cornputacionais bastante aceitaveis. Alem disso, urna van 
tagern desse enfoque é permitir urn modelamento bastante complexo*, alern de 
permitir, devido ao método de decornposi~ao empregado, interpreta~oes econo 
micas que enrlquecem a analise da solu~ao ¿0 problema {64},{65}. 

5.3- PROBLE~A DE LOCALIZA~AO DINAMICO 

Nos problemas ate agora estudados, as decisoes de localiza~ao eram fei 

J. ern {37} e descrito um outro modelo mais complexo que o anterior. 
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tas procurando satísfazer urna demanda agregada de produto, por exemplo,a de 
manda anual. Porem, quando a demanda (ou produ~ao)e altamente sazonal. o e~ 
ro que se comete coma agrega~ao pode ser grande. Nestes casos, as melhores 
decísoes de localíza~ao devem variar ao longo do tempo, se alterando de ma 
neíra Ótima para acompanhar as varía~oes acorridas na demanda e/ou produ~ao. 

Classícamente, o artifÍcio matemático que extende os problemas de dis 
tribui<;:ao para o caso dinamico consiste em repetir o nÚmero de fontes e des 
tinos tantos quantos os perÍodos de tempos considerados relevantes.Os arcos 
de transporte so devem ligar urna fonte aos destinos situados depoisno tempo. 
No caso geral, do PLA, es se artif:Ício aumenta consideravelmente as dimensoes 
do problema, podendo comprometer sua solu<;:ao. SvJeney e Thatan {89} desenvol 
veram, porem, um algoritmo dinamico para o PLA com centros intermediarios 
(demanda sazonal ), que evita a maneira classica apresentada. Basicamente , 
eles calculam para cada instante de tempo urna serie de configura<;:oes de lo 
caliza<;:ao com valores crescentes de custo. Como é imputado um custo para se 
mudar o estado de um armazém (fechar-abrir ou abrir-fechar),eles provam que 
ha urna trajetória otima de configura<;:oes no tempo. A configura<;:ao Ótima e 
as sub-otimas de um instante de tempo sao calculadas pelo algoritmo de de 
composi<;:ao de Benders e a trajetoria posterior calcula-se aplicando progr~ 
ma<;:ao dinamica. 

Outro trabalho que apresenta urna solu<;:ao do PLA para o caso dinamico e 
o de 1-Jarszawski {92}. Ele sugere tres algoritmos diferentes e aplica-os ao 
caso de localizar usinas produtoras de concreto numa obra civil. 

5.4 - EXTENSAO PARA FUN~OES CUSTO NAO-LINEARES 

Ate agora so foram consideradas fun<;:oes custo onde os custos de trans 
porte e/ou de produ<;:ao aumentam linearmente com a quantidade transportada 
ou produzida, como mostra a Fig. 2. Em muitos casos reais estas suposi~oes 
tornam o modelo pouco adequado ao problema que ·se desej a resol ver; por exem 
plo, quando se consideram que o aumento no tamanho de urna unidade produtora 
ou da capacidade de um armazem proporcionam economías de escala. De modo ge 
ral os custos unitarios de produ<;:ao tendem a diminuir a medida que aumenta 
o nivel da atividade econ~mica, como mostra a Fig. 3. 

Fig. 2 

TI. - custo de produ<;:ao da unidade i 
}_ 

m. - volume produzido na unidade L 
}_ 

k. - custo fixo da unidade i 
}_ 

Fig. 3 

Por outro lado, em rela~ao aos custos de transporte tambem podem ocorrer cu"._ 
tos ruarginais decrescentes para maiores quantidades transportadas. Analoga 
mente entao, pode-se admitir custos de transporte lineares (Fig. 4) ou con 
cavas (Fig. 5) . 
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Fig. 4 

T.. custo de transporte entre 1 e j 
1J 

x.. fluxo entre i e j 
1J 

Genericamente a 
escrita como 

m1n1m1zar E 
iEI 

I = {1,2, ... ,m} 

J = {1,2, .. ~,n} 

func;:ao 

TI.(m.) 
1 1 

objetiva 

+ E 
iEI 

Fig. S 

de um problema de localizac;:ao pode ser 
1 

E T .. (x .. ) 
j E J 1J ¡1J 

Os trabalhos de Efroymson e Ray" {19}, Spielberg {88}, Khumawala {SS} , 
Davis .e Ray {15}, Ellwein {21}, Gray {42} , Akinc e Khumawala {1} e Marks 
{68}, entre outros, assumem que T .. (x .. ) e linear e TI.(m.) da forma abaixo 
("fixed charge"). 1J 1J 1 1 

~O se mi O. 

TI. (m.) . - t 
1 1 1 k. + A.m. se m. > O 

1 1 1 1 

Porem, var1os dos autores acima sugerem modificac;:oes em seus algoritmos 
de separac;:ao e avaliac;:ao de modo a comportarem func;:oes custo lineares por 
partes. Entretanto, ha trabalhos que desenvolvem dispositivos especificas 
para tratarem func;:oes que nao sejam lineares. Dentro desta otica pode-se C1 
tar o trabalho de Klein e Klimpel {56} que supoem os custos d~ produc;:ao da 
forma da Fig.6 e sugerem um algo;itmo de programac;:ao nao-linear baseado no 
metodo de Rosen. Num estudo para localizac;:ao de departamentos hospitalares, 
Elshafei {23} tambem considera custos do tipo da Fig.6 e aplicaummetodo de 
partic;:ao para chegar a soluc;:~o do problema. Marks e Liebman {69} consideram 
custos da forma da Fig.7 para problemas de localizac;:ao com centros interme 
diarios. 

s! 
l. 

Fig. 6 
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O artigo de Rech e Barton {79} pode somente que as func;oes 1Ti e 'Tij s~ 
Jam lineares por parte, nao exigindo continuidade e utiliza envelopes conve 
xos lineares por partes para subestimar as func;oes. Dai, resolvem uma seque~ 
cia finita de problemas de fluxo de custo mÍnimo.pelo algoritmo "out-of~kil 
ter" coma qual chegam a soluc;ao do problema original. 

Sa {82} desenvolveu um algoritmo de separac;ao e avaliac;ao que permite 
que os custos de produc;ao sejam concavos e contÍnuos, como mostra a Fig. 3, 
senda os custos de transporte lineares. Sua experiencia computacional rela 
taque o método se aplica ate com 25 origens (variaveis inteiras), corn apro 
ximadamente 15 minutos de CPU para achar a soluc;ao ótima. O trabalho de sü· 
land {86} admite que os custos de transporte e/ou produc;ao sejam igualmente 
concavos e seu algoritmo tambem de separac;ao e avaliac;ao caminha para a so 
luc;ao Ótima resolvendo uma serie de problemas de transporte comuns obtidos 
atraves de subest~mac;oe~ lineares de rri e 'Tij· Supondo como Sa, custos con 
cavas para produc;ao e l~neares para transporte, Feldman, Lehrer e Ray {2"8T 
desenvolveram uma heur{stica para achar boas soluc;oes. 
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